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Supervised machine learning 
 
In supervised machine  learning, each example  is a pair consisting of an  input value ݔ and a desired 
output  value  ݂ሺݔሻ.  A  supervised  learning  algorithm  analyzes  the  training  data  and  produces  an 
inferred function. The training data are given by a 'teacher'. 
 

Least squares ‐ special case first order polynomial 
 
The  graph  below  shows  measuring  points  (learned  input  and  output  values)  and  its  distance 

(residues) to a function computed by the method of least squares (line).  

 

The model function with two linear parameters is given by 

       ݂ሺݔሻ ൌ ߙ  ଵߙ ⋅  ݔ

For  the ݊  learned  input and output value pairs  ሺݔଵ, ,ଵሻݕ … , ሺݔ,  ሻ we areݕ searching now  for  the 
parameters ߙ and ߙଵ of the best fitting  line. The according residues between the wanted  line and 
the input and output value pairs are computed by: 

      ଵݎ ൌ ߙ  ଵߙ ∙ ଵݔ െ  ଵݕ
      ଶݎ ൌ ߙ  ଵߙ ∙ ଶݔ െ  ଶݕ
        . 
        . 
        . 
      ݎ ൌ ߙ  ଵߙ ∙ ݔ െ  ݕ
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Squaring and summation of the residues yields to: 
 

ଵݎ
ଶ  ଶݎ

ଶ  ⋯ ଶݎ ൌ ሺߙ  ଵߙ ∙ ଵݔ െ ଵሻଶݕ  ሺߙ  ଵߙ ∙ ଶݔ െ ଶሻଶݕ  ⋯ ሺߙ  ଵߙ ∙ ݔ െ  ሻଶݕ
        

ݎ
ଶ



ୀଵ

ൌ ሺߙ  ଵߙ ∙ ଵݔ െ ଵሻଶݕ  ሺߙ  ଵߙ ∙ ଶݔ െ ଶሻଶݕ  ⋯ ሺߙ  ଵߙ ∙ ݔ െ  ሻଶݕ

 

The square of a trinomial can be written as: 

    ሺa  b  cሻଶ ൌ aଶ  bଶ  cଶ  2 ∙ a ∙ b  2 ∙ a ∙ c  2 ∙ b ∙ c 

Therefore: 

         ሺߙ  ଵߙ ∙ ୧ݔ െ ୧ሻଶݕ ൌ ߙ
ଶ  ଵߙ

ଶ ∙ ݔ
ଶ  ݕ

ଶ  2 ∙ ߙ ∙ ଵߙ ∙ ݔ െ 2 ∙ ߙ ∙ ݕ െ 2 ∙ ଵߙ ∙ ݔ ∙ ݕ  

ݎ
ଶ



ୀଵ

ൌ൫ߙ
ଶ  ଵߙ

ଶ ∙ ݔ
ଶ  ݕ

ଶ  2 ∙ ߙ ∙ ଵߙ ∙ ݔ െ 2 ∙ ߙ ∙ ݕ െ 2 ∙ ଵߙ ∙ ݔ ∙ ൯ݕ



ୀଵ

 

We consider the sum function now as a function of the two variables ߙ and ߙଵ (the values of the 
learned data  set are  just  considered   as  constants) and  compute  the partial derivative of  the  two 

variables and its zeros. 

For ܽ: 

	

ݎపଶ


పୀଵ

ሺαሻ
ሖ

ൌ ሺ2 ∙ ߙ  2 ∙ ଵߙ ∙ ݔ െ 2 ∙ ሻݕ


ୀଵ

 

ሺ2 ∙ ߙ  2 ∙ ଵߙ ∙ ݔ െ 2 ∙ ሻݕ ൌ 0



ୀଵ

 

ሺߙ  ଵߙ ∙ ݔ െ ሻݕ


ୀଵ

ൌ 0 

݊ ∙ ߙ ሺߙଵ ∙ ݔ െ ሻݕ


ୀଵ

ൌ 0 

݊ ∙ ߙ  ଵߙ ∙ݔ



ୀଵ

ൌݕ



ୀଵ

 

For ܽଵ: 

	

ݎపଶ


పୀଵ

ሺαଵሻ
ሖ

ൌ ൫2 ∙ ଵߙ ∙ ݔ
ଶ  2 ∙ ߙ ∙ ݔ െ 2 ∙ ݔ ∙ ൯ݕ



ୀଵ
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൫2 ∙ ଵߙ ∙ ݔ
ଶ  2 ∙ ߙ ∙ ݔ െ 2 ∙ ݔ ∙ ൯ݕ ൌ 0



ୀଵ

 

൫ߙଵ ∙ ݔ
ଶ  ߙ ∙ ݔ െ ݔ ∙ ൯ݕ ൌ 0



ୀଵ

 

ߙ ∙ݔ  ଵߙ ∙ݔ
ଶ



ୀଵ

ൌݔ ∙ ݕ



ୀଵ



ୀଵ

 

Solving the system of linear equations: 

݊ ∙ ߙ  ଵߙ ∙ݔ



ୀଵ

ൌݕ



ୀଵ

 

ߙ ൌ
1
݊
∙ ൭ݕ



ୀଵ

൱ െ ଵߙ ∙
1
݊
∙ݔ



ୀଵ

 

Substituting   
ଵ


∙ ∑ ݕ ൌ തݕ

ୀଵ  as  the arithmetic mean of  the ݕ‐values and   
ଵ


∙ ∑ ݔ ൌ ݔ̅

ୀଵ  of  the ݔ‐

values: 

ߙ ൌ തݕ െ ଵߙ ∙  ݔ̅

Replacing ܽ in following equation 

ߙ ∙ ൭ݔ



ୀଵ

൱  ଵߙ ∙ݔ
ଶ



ୀଵ

ൌݔ ∙ ݕ



ୀଵ

 

yields to 

ሺݕത െ ଵߙ ∙ ሻݔ̅ ∙ ൭ݔ



ୀଵ

൱  ଵߙ ∙ݔ
ଶ



ୀଵ

ൌݔ ∙ ݕ



ୀଵ

 

തݕ ∙ ൭ݔ



ୀଵ

൱  ଵߙ ∙ ൭ݔ
ଶ



ୀଵ

൱ െ ଵߙ ∙ ݔ̅ ∙ݔ ൌݔ ∙ ݕ



ୀଵ



ୀଵ

 

ଵߙ ∙ ൭ݔ
ଶ



ୀଵ

൱ െ ଵߙ ∙ ݔ̅ ∙ݔ ൌ ൭ݔ ∙ ݕ



ୀଵ

൱ െ തݕ ∙



ୀଵ

ݔ



ୀଵ

 

ଵߙ ൌ
ሺ∑ ݔ ∙ ݕ


ୀଵ ሻ െ തݕ ∙ ∑ ݔ


ୀଵ

൫∑ ݔ
ଶ

ୀଵ ൯ െ ݔ̅ ∙ ∑ ݔ

ୀଵ

 

Because  
ଵ


∙ ∑ ݔ ൌ ݔ̅

ୀଵ  and  ∑ ݔ ൌ ݊ ∙ ݔ̅
ୀଵ : 

ଵߙ ൌ
ሺ∑ ݔ ∙ ݕ


ୀଵ ሻ െ ݊ ∙ ݔ̅ ∙ തݕ

൫∑ ݔ
ଶ

ୀଵ ൯ െ ݊ ∙ ሺ̅ݔሻଶ
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For a new input value ݔ  1 the learned output value is 

ାଵሻݔሺݕ ൌ തݕ െ ଵߙ ∙ ݔ̅  ଵߙ ∙  ାଵݔ

ାଵሻݔሺݕ ൌ തݕ െ ଵߙ ∙ ሺ̅ݔ െ  ାଵሻݔ

 

ାଵሻݔሺݕ ൌ തݕ െ
ሺ∑ ݔ ∙ ݕ


ୀଵ ሻ െ ݊ ∙ ݔ̅ ∙ തݕ

൫∑ ݔ
ଶ

ୀଵ ൯ െ ݊ ∙ ሺ̅ݔሻଶ
∙ ሺ̅ݔ െ  ାଵሻݔ

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


